
Apuntes de álgebra de matrices III.

Rango de una matriz. Aplicaciones a la resolución de sistemas.

Paco Andrés

Esta obra está bajo una licencia

Creative Commons “Atribución-NoComercial-CompartirIgual 4.0 Internacional”.

1. Rango de una matriz.

1.1. Repaso de combinaciones lineales.

Repasemos que es esto de la dependencia e independencia lineal. Cojamos la siguiente matriz:

A =





1 1 0

1 0 0





Y construyamos una matriz B a partir de A con tres filas, de manera que la tercera fila de B

es el doble de la primera menos la segunda (F3 = 2 ·F1 −F2). A esto se le llama combinación

lineal). De esta manera queda:

B =











1 1 0

1 0 0

1 2 0











Con lo cual en la matriz B tenemos una fila que es una combinación lineal de las otras dos,

mientras que en la matriz A ninguna de las filas se puede construir con la otra.

O dicho de otro modo: en ambas matrices hay dos filas linealmente independientes.

Vamos a ver esto de una manera más formal (hablaremos de filas pero también es válido

para columnas):

Se llama combinación lineal de filas a cualquier operación de la forma a1 ·F1 + a2 ·F2 +

· · · + an · Fn, donde ai ∈ R.

Si podemos obtener una fila como combinación lineal de otras diremos que es li-

nealmente dependiente.

Si no podemos hacer lo anterior será linealmente independiente.
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1.2. Definición del rango de una matriz.

Se define el rango de una matriz como el número de filas o columnas linealmente

independientes..

En los ejemplos del apartado anterior tenemos que el rango de las dos matrices es dos. Esto

se escribe de la siguiente manera:

rg(A) = 2 rg(B) = 2

1.3. Propiedades del rango de una matriz.

rg(A) = rg(At)

El rango no cambia si intercambiamos dos filas o columnas entre sí.

El rango no cambia si multiplicamos una fila o una columna por un número distinto de 0.

El rango de una matriz no varía si sumamos a una fila o columna una combinación lineal

de las otras.

El rango no cambia si suprimimos una fila o columna de ceros.

Si dos filas, o columnas, son iguales o proporcionales el rango no cambia si quitamos una

de ellas.

La única matriz que tiene rango 0 es aquella en la que todos sus elementos son 0. Cualquier

otra matriz tiene un rango mayor o igual que 1.

1.4. Cálculo del rango de una matriz.

1.4.1. Método de Gauss.

Tal y como está definido el rango que una matriz, así como por sus propiedades, no va a

cambiar haciendo combinaciones lineales de filas o columnas, con lo cual vamos a hacer ceros

por debajo de la diagonal principal (como en el método de Gauss para sistemas que se ve en 1º

de bachillerato). Al finalizar el proceso el rango será el número de filas que no sean

todo ceros.

Vamos a verlo con un ejemplo, aunque no entraña mayor dificultad.
NOTA: Las transformaciones que usemos las vamos a indicar de la siguiente manera:

Fi ← a ·Fi + b ·Fj Indica que en el lugar de la fila i vamos a poner la suma de la fila i multiplicada

por a más la fila j multiplicada por b.

Fi ⇄ Fj indica que intercambiamos la fila i con la fila j.
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2 3 4

−1 5 3

3 −2 1











F1⇄F2−−−−→











−1 5 3

2 3 4

3 −2 1











F2←F2+2·F1

F3←F3+3·F1

−−−−−−−−−−→











−1 5 3

0 13 10

0 13 10











F3←F3−F2−−−−−−−→











−1 5 3

0 13 10

0 0 0











Con lo que el rango de la matriz del ejemplo es 2.

Por las propiedades que hemos visto podíamos haber llegado a la misma conclusión al hacer

la segunda transformación, ya que las filas 2 y 3 son iguales y podríamos haber quitado una de

ellas.

1.4.2. Método de los menores.

Como vimos en el cálculo de determinantes, un determinante es 0 si hay una fila o columna

que es combinación lineal de las demás.

Es decir, si un determinante no es 0 todas sus filas, o columnas son linealmente

independientes o lo que es lo mismo si un determinante no es 0 el rango de la matriz

coincide con su orden.

Esto sería aplicable al caso de matrices cuadradas ya que en otro caso no podemos calcular

el determinante, así que para extenderlo al caso general lo que haremos será utilizar menores,

de manera que el rango de una matriz coincide con el orden de su mayor menor no

nulo.

Vamos a ver esto con unos ejemplos:

1. Calcular el rango de

A =





2 1

3 0





Solución:

Como es una matriz cuadrada podemos calcular su determinante:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1

3 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −3
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Y como el determinante es distinto de 0 el rango de A coincide con el orden de la matriz:

rg(A) = 2

2. Calcular el rango de

A =











2 1 −1

3 0 2

1 −1 3











Solución:

Nos encontramos en el mismo caso de antes, que la matriz es cuadrada. Así que hacemos

el determinante:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 −1

3 0 2

1 −1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 + 4 + 2− 9 + 3 = 0

Entonces, al ser cero el determinante, el rango de A no puede ser 3. Tendrá que ser 2 ó 1

(para ser cero todos los elementos tendrían que valer 0).

Elegimos un menor de orden 2 al azar y si es distinto de 0 el rango valdrá 2. Si es 0

tendremos que coger otro menor de orden 2 y repetir hasta que nos salga alguno distinto

de 0, en cuyo caso el rango es 2, y si ninguno de ellos es distinto de 0 el rango es 1.

En este caso vamos a empezar por el menor M1 1 (el que se obtiene al eliminar la fila 1 y

la columna 1)

M1 1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 2

−1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2

Y como hemos encontrado un menor de orden 2 distinto de 0 la conclusión es que:

rg(A) = 2

3. Calcula el rango de la siguiente matriz:

A =











2 −1 4 7

1 0 1 3

3 2 7 7











Paco Andrés 4 ����



Apuntes de álgebra de matrices III.

Rango de una matriz. Aplicaciones a la resolución de sistemas.

Solución:

Cuando la matriz no es cuadrada suele ser más sencillo utilizar el método de Gauss, pero

vamos a hacerlo con el de los menores para que se ver cómo se hace por este método.

Primero seleccionamos una submatriz cuadrada dentro de la matriz que tenga el mayor

orden posible:











2 −1 0 7

1 0 1 3

3 2 7 7











Y calculamos el determinante de este menor y si es distinto de cero el rango es 3, y si es

0 habrá que buscar otro menor.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −1 0

1 0 1

3 2 7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −4 + 7− 3 = 0

Esto nos dice que tenemos que coger otro menor, por ejemplo:










2 −1 0 7

1 0 1 3

3 2 7 7











Hacemos el determinante:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 0 7

0 1 3

2 7 7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −7 + 21− 14 = 0

Como cualquier otro menor de orden 3 que cojamos va a ser combinación de columnas

de los dos anteriores el resultado va a seguir siendo cero, así que pasamos a menores de

orden 2 (si hubiese alguna columna que no hubiésemos incorporado tendríamos que hacer

los menores que incorporen esas columnas).

Entonces pasamos a los menores de orden 2:










2 −1 0 7

1 0 1 3

3 2 7 7











Y es fácil ver que el menor elegido es distinto de 0:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −1

1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 + 1 = 1

Con lo cual el rango de la matriz A es 2.
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Y por último vamos a ver cómo se hace un ejercicio típico de rangos:

4. Discutir el rango de A según los valores de m:

A =











m −3 0

0 −1 1

2 −m 5











Solución:

Como es una matriz cuadrada lo mejor es empezar haciendo el determinante para ver si

es distinto de 0:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m −3 0

0 −1 1

2 −m 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= m2 − 5m− 6

Si resolvemos la ecuación m2−5m + 6 = 0 obtendremos las soluciones m1 = −1 y m2 = 6,

lo cual quiere decir que si m no toma ninguno de esos dos valores el rango va a ser 3.

Vamos a ver que pasa si m toma alguno de esos valores:

m = −1. En ese caso tendremos:










−1 −3 0

0 −1 1

2 1 5











F 3←F3+2F1−−−−−−−−→











2 −3 0

0 −1 1

0 −5 5











Y se ve claramente que las filas 2 y 3 son proporcionales, con lo que el rango va a

ser 2.

(En este caso también podríamos haber cogido el menor M3 1 que se ve claramente

que es distinto de 0).

m = 6:










6 −3 0

0 −1 1

2 −6 5











F1⇄F3

−−−−→











2 −6 5

0 −1 1

6 −3 0











F 3←F3−3F1−−−−−−−−→











2 −6 5

0 −1 1

0 15 −15











Y observamos la misma situación que en el caso anterior, con lo que el rango será 2.

(también podríamos haber hecho el método de los menores con el mismo menor que

en el caso anterior).

Recopilamos todo lo hecho y nos queda:
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Si m = −1→ rg(A) = 2.

Si m = 6→ rg(A) = 2.

En cualquier otro caso rg(A) = 3.

2. Aplicaciones de las matrices al estudio de sistemas de ecua-

ciones lineales.

Para empezar recordemos que un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de

ecuaciones con varias incógnitas en el que éstas últimas no tienen ningún exponente

ni están multiplicadas o divididas entre sí.

La forma genérica de un sistema que tiene n ecuaciones y m incógnitas (x1, x2, · · · , xm)

es:






























a1 1x1 +a1 2x2 · · · +a1 mxm = b1

a2 1x1 +a2 2x2 · · · +a2 mxm = b2

...
...

an 1x1 +an 2x2 · · · +an mxm = bn

2.1. Propiedades de los sistemas de ecuaciones.

Si cambiamos de orden las ecuaciones del sistema la solución no cambia. Tampoco cambia

si variamos el orden de las incógnitas en todas las ecuaciones.

Si a una de las ecuaciones la sumamos otra la solución no cambia.

Si multiplicamos una ecuación por un valor distinto de 0 la solución no cambia.

Todas estas propiedades se parecen bastante a algunas de las del rango de matrices, con

lo que podríamos utilizar el cálculo de rangos para estudiar las propiedades de los sistemas de

ecuaciones.

Y eso es lo que vamos a hacer.

2.2. Representación de un sistema lineal mediante matrices.

Tomando el caso genérico que hemos visto antes y eliminando las incógnitas y la parte

derecha de las ecuaciones nos quedaría:

A =

















a1 1 a1 2 · · · a1 m

a2 1 a2 2 · · · a2 m

...
...

an 1 an 2 · · · an m

















Paco Andrés 7 ����



Apuntes de álgebra de matrices III.

Rango de una matriz. Aplicaciones a la resolución de sistemas.

A la cual vamos a llamar matriz de coeficientes.

Podemos formar también otra matriz con los términos independientes:

b =

















b1

b2

...

bn

















(Éste es de los pocos casos en los que una matriz se nombra con minúscula)

Y si unimos ambas matrices:

A+ =

















a1 1 a1 2 · · · a1 m b1

a2 1 a2 2 · · · a2 m b2

...
...

an 1 an 2 · · · an m bn

















A la cual llamaremos matriz ampliada (en muchos sitios también la nombran (A|b) en lugar

de A
+).

La relación entre la matriz de coeficientes y la matriz ampliada nos va a dar información

sobre el sistema y la forma en la que lo podremos resolver.

2.3. Teorema de Rouché-Frobenius.

Dado un sistema de n ecuaciones lineales con m incógnitas cuyas matrices de coeficientes y

ampliada son A y A+ respectivamente tenemos los siguientes casos:

Si rg(A) = rg(A
+) = m el sistema tiene solución única. Se dice que es un sistema

compatible indeterminado.

Si rg(A) = rg(A
+) < m el sistema tiene infinitas soluciones. Se dice que es un sis-

tema compatible indeterminado.

En este caso el valor m − rg(A) es el grado de libertad y tiene interpretaciones geomé-

tricas que veremos más adelante.

Si rg(A) 6= rg(A
+) el sistema no tiene solución. Se dice que es un sistema incom-

patible.

2.4. Resolución de sistemas compatibles determinados.

Aparte de intentar resolverlos por fuerza bruta utilizando las técnicas que se aprenden en la

ESO, existen otras maneras más eficientes y rápidas para resolver sistemas lineales en los que

aparecen más de dos incógnitas.
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2.4.1. Regla de Cramer.

Dado un sistema compatible determinado de n ecuaciones y n incógnitas (x1, x2, · · · , xn),

cuya matriz de coeficientes es A y cuya matriz de términos independientes es b, llamaremos Ai

a la matriz que se obtiene al cambiar la columna que corresponde a la incógnita xi por la de

términos independientes:

Ai =

















a1 1 · · · b1 · · · a1 n

a2 1 · · · b2 · · · a2 n

...
...

...

an 1 · · · bn · · · an n

















Entonces la solución de cada incógnita viene dada por:

xi =
|Ai|

|A|

Vamos a ver un par de ejemplos de esto:

1. Resolver el sistema:






5x− 3y = 1

4x + 2y = 14

Solución:

Lo primero que hacemos es construir las matrices de coeficientes y de términos indepen-

dientes:

A =





5 −3

4 2



 b =





1

14





Calculamos el determinante |A|, que nos dirá si el sistema es compatible determinado para

poder utilizar la regla de Cramer:

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 −3

4 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 10 + 12 = 22

Como es distinto de 0 rg(A) = 2, que coincide con el número de incógnitas y entonces es

compatible determinado.

Con esto ya podemos aplicar la regla de Cramer:

x =
|Ax|

|A|
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −3

14 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

22
=

2 + 42
22

= 2

y =
|Ay|

|A|
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 1

4 14

∣

∣

∣

∣

∣

∣

22
=

70− 4
22

= 3

La solución es x = 2 e y = 3.
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2. Resuelve el sistema:


















2x− y + z = 3

2y − z = 1

−x + y = 1

Solución:

Construimos las matrices de coeficientes y la de términos independientes:

A =











2 −1 1

0 2 −1

−1 1 0











b =











3

1

1











Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −1 1

0 2 −1

−1 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3

Como no es cero y es del mismo orden que el número de incógnitas podemos aplicar

Cramer:

x =
|Ax|

|A|
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 −1 1

1 2 −1

1 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3
=

3
3

= 1

y =
|Ay|

|A|
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 1

0 1 −1

−1 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3
=

6
3

= 2

z =
|Az|

|A|
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −1 3

0 2 1

−1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3
=

9
3

= 3

2.4.2. Método de Gauss.

El método de Gauss para resolver sistemas es idéntico al que se utiliza para calcular el rango.

Consiste en hacer el triángulo inferior de la matriz sea todo ceros y así poder ir despejando las

incógnitas una a una.

Lo mejor es verlo con un ejemplo:
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Resolver el sistema


















2x− y + z = 3

2y − z = 1

−x + y = 1

Solución:

Este sistema es el mismo que el del ejemplo anterior, con lo que ya sabemos las soluciones y

así sabremos que lo resolvemos bien.

Para el método de Gauss vamos a trabajar con la matriz ampliada y todas las transforma-

ciones se van a ir indicando y comentando despues:










2 −1 1 3

0 2 −1 1

−1 1 0 1











F1⇆F3−−−−→











−1 1 0 1

0 2 −1 1

2 −1 1 3











F3←F3+2F1−−−−−−−−→











−1 1 0 1

0 2 −1 1

0 1 1 5











F3←2F3−F2−−−−−−−−→











−1 1 0 1

0 2 −1 1

0 0 3 9











El cambio F1 ⇆ F3 es para tener el el elemento (1, 1) el valor más sencillo posible, pero

no es estrictamente necesario.

Tal y como queda la matriz con el cambio anterior, sumando la la fila 3 el doble de la

fila 1 (F3 ← F3 + 2F1) hacemos ceros en la primera columna.

Y por último, sumando al doble de la fila 3 la fila 2 (F3 ← 2F3 − F2) ya tenemos el

triángulo inferior a 0.

Ahora traducimos la matriz que nos ha quedado a un sistema:


















−x + y = 1

2y − z = 1

3z = 9

Y este sistema es inmediato:

De la tercera ecuación tenemos z = 3.

Sustituyendo en la segunda queda 2y − 3 = 1, de donde obtenemos que y = 2.

Y sustituyendo en la primera la ecuación que queda es −x + 2 = 1→ x = 1.
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2.5. Resolución de sistemas compatibles indeterminados.

Para resolver los sistemas indeterminados solo existe el método de Gauss, aunque el final ya

no es tan intuitivo como antes.

Por lo que se ha comentado al explicar el teorema de Rouché-Frobenuis, un sistema es com-

patible indeterminado cuando el rango de la matriz de coeficientes es menor que el número de

incógnitas.

Esto significa que al hacer Gauss solo nos va a quedar un número de ecuaciones igual al rango

porque las demás van a acabar siendo cero enteras.

Y cuando sucede tendremos que tomar como parámetros tantas incógnitas como ecuaciones

nos falten. Esto se puede hacer de dos maneras, dando un nombre nuevo a los parámetros o

conservando el nombre de las incógnitas que tenemos.

Vamos a verlo con un ejemplo:

Resuelve el sistema:


















x + y − z = 2

5x + 3y + 3z = 0

6x + 4y + 2z = 2

Solución:

Escribimos la matriz ampliada y hacemos Gauss:










1 1 −1 2

5 3 3 0

6 4 2 2











F2 ← F2 − 5F1

F3 ← F3 − 6F1

−−−−−−−−−−−→











1 1 −1 2

0 −2 8 −10

0 −2 8 −10











F3←F3−F 2
−−−−−−−→











1 1 −1 2

0 −2 8 −10

0 0 0 0











Con lo cual al hacer el Gauss el sistema se nos ha quedado reducido a:






x + y − z = 2

−2y + 8z = −10

Y como tenemos 2 ecuaciones con 3 incógnitas hay una que no podemos resolver con lo

cual tenemos que elegir una para dejarla como parámetro y escogemos la z:

Despejamos y en la segunda ecuación y = 4z + 5.

Sustituimos en la primera y queda x + 4z + 5− z = 2→ x = −3z − 3

De esta manera la solución es







x = −3z − 3

y = 4z + 5

En otras ocasiones se hace z = t y la solución quedaría:


















x = −3t− 3

y = 4t + 5

z = t
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2.6. Discusión de un sistema de ecuaciones.

Son los ejercicios típicos de aplicación de matrices a los sistemas de ecuaciones. Consisten en

aplicar todo lo que hemos visto en estos apuntes, así que la mejor manera de qué es exactamente

es con ejemplos:

1. Sea el sistema:


















x + my + 2z = m

2x + my − z = 2

mx + y + 2z = m

(a) Discutir el sistema para los distintos valores de m.

(b) Resolver el sistema cuando m = −1 y cuando m = 2.

Solución:

Para saber cómo va a ser el sistema tenemos que ver cual va a ser su rango en función de

m, así que lo mejor que primero hagamos el determinante de la matriz de coeficientes que

nos dirá cuando el rango es 3 (|A| 6= 0) y cuando es menor que 3 (|A| = 0).
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 m 2

2 m −1

m 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −3m2 − 6m− 3

Si lo igualamos a cero (−3m2−6m−3 = 0) tenemos una ecuación cuya solución es m = −1.

De aquí sacamos una conclusión: que si m 6= −1 el sistema es compatible determinado.

Vamos a ver qué pasa cuando m = −1, que además es uno de los valores para el que nos

piden solucionarlo en la segunda pregunta.

Como sabemos que no es determinado no podemos hacer Cramer, así que hacemos Gauss

con la matriz ampliada:










−1 −1 2 −1

2 −1 −1 2

−1 −1 2 −1











F2 ← F2 + 2F1

F3 ← F3 − F1

−−−−−−−−−−−→











−1 −1 2 −1

0 −3 3 0

0 0 0 0











Es fácil ver que rg(A) = rg(A+) = 2 < 3, con lo que es un sistema compatible indetermi-

nado y la solución la obtenemos traduciéndolo a sistema y utilizando z como parámetro:






−x− y + 2z = −1

−3z + 3z = 0

Y es fácil obtener







y = z

x = z + 1
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En el caso en el que m = 2 sabemos que es compatible determinado, con lo que vamos a

usar Cramer.

Para calcular el determinante de la matriz de coeficientes utilizamos el que ya hemos

calculado sustituyendo m por 2:

|A| = −3 · 22 − 6 · 2− 3 = −27

Y ya solo tenemos que calcular las incógnitas:

x =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 2 2

2 2 −1

2 −1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−27
=
−18
−27

=
2
3

.

y =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 2 2

2 2 −1

2 2 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−27
=
−18
−27

=
2
3

.

y =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 2 2

2 2 2

2 −1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−27
=
−18
−27

=
2
3

.

Resumiendo:

El sistema es compatible determinado para todos los valores de m excepto en -1.

En el caso m = −1 el sistema es compatible indeterminado y su solución es:






y = z

x = z + 1

La solución para el caso m = 2 es
{

x =
2
3

, y =
2
3

, z =
2
3

}

Con esto el ejercicio está terminado.

2. Discute y resuelve el siguiente sistema homogéneo en todos los casos:


















x + ky − z = 0

kx− y + z = 0

(k + 1)x + y = 0
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Solución:

Un sistema homogéneo es aquel en el que todos los términos independientes

valen cero, y cuando es compatible determinado la solución son todo ceros. A esta solución

se la conoce como solución trivial.

Además ocurre que este tipo de sistemas nunca es incompatible, ya que para hacer la

matriz ampliada añadimos una columna de ceros, con lo que rg(A) = rg(A+) siempre.

Todo esto nos dice que solo tendremos que resolver el sistema en el caso en el que sea

incompatible determinado.

Calculamos entonces el determinante de la matriz de coeficientes:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 k −1

k −1 1

k + 1 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= k2 − k − 2

Y las soluciones de la ecuación k2 − k − 2 = 0 son k1 = −1 y k2 = 2.

Vamos a ver qué pasa cuando k1 = −1. Resolvemos con la matriz ampliada:










1 −1 −1 0

−1 −1 1 0

0 1 0 0











F2 ← F2 + F1

−−−−−−−−−−→











1 1 −1 0

0 −2 0 0

0 1 0 0











Y ya vemos que la segunda y la tercera ecuación son iguales, con lo que el sistema

queda reducido a:






x− y − z = 0

y = 0

Tomando z como parámetro la solución es:






x = z

y = 0

En el caso de k2 = 2:










1 2 −1 0

2 −1 1 0

3 1 0 0











F2 ← F2 − 2F1

F3 ← F3 − 3F1

−−−−−−−−−−−→











1 2 −1 0

0 −5 3 0

0 −5 3 0











Y ya vemos que la segunda y la tercera ecuación son iguales, con lo que el sistema

queda reducido a:






x + 2y − z = 0

−5y + 3z = 0

Tomando z como parámetro la solución es:










x = −
1
5

z

y =
3
5

z
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O de otra manera:






















x = −
1
5

t

y =
3
5

t

z = t

Resumiendo:

Cuando k 6= −1 y k 6= 2 el sistema es compatible determinado y al ser además

homogéneo la solución es x = y = z = 0.

Cuando k = −1 es compatible indeterminado y la solución es {x = z, y = 0}.

Cuando k = 2 es compatible indeterminado y la solución es {x = −
1
5

z, y =
3
5

z}.

3. Discute y resuelve el siguiente sistema:


















ax + (a + 1)z = a

ay + z = a

y + az = a

Solución:

Como en los anteriores hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 0 a + 1

0 a 1

0 1 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a3 − a

Resolvemos la ecuación:

a3 − a = 0

a(a2 − 1) = 0

Y tiene de soluciones a ∈ {−1, 0, 1}

Con lo que ya sabemos que si a /∈ {−1, 0, 1} el sistema es compatible determinado, y vamos

a calcular sus soluciones por Cramer:

Paco Andrés 16 ����



Apuntes de álgebra de matrices III.

Rango de una matriz. Aplicaciones a la resolución de sistemas.

x =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 0 a + 1

a a 1

a 1 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a3 − a
= 0

y =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a a a + 1

0 a 1

0 a a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a3 − a
=

a3 − a2

a3 − a
=

a2(a− 1)
a(a + 1)(a − 1)

=
a

a + 1

z =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 0 a

0 a a

0 1 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a3 − a
=

a3 − a2

a3 − a
=

a2(a− 1)
a(a + 1)(a− 1)

=
a

a + 1

Con eso ya estaría resuelto para el caso compatible determinado. Ahora tenemos que ver

qué pasa en los otros casos.

Cuando a = 0:










0 0 1 0

0 0 1 0

0 1 0 0











En este caso no necesitamos hacer Gauss, porque se ve que la primera y la segunda

ecuación son iguales. De ellas sale que y = 0 y z = 0 y como x no aparece significa

que puede tomar cualquier valor.

Esto se suele escribir de la siguiente manera:


















x = t

y = 0

z = 0

Cuando a = −1 La matriz ampliada es:










−1 0 0 −1

0 −1 1 −1

0 1 −1 −1











F3←F3+F2−−−−−−−→











−1 0 0 −1

0 −1 1 −1

0 0 0 −2











En este caso se ve que el rango de la matiz de coeficientes y de la ampliada es distinto

(rg(A) = 2 y rg(A+) = 3) con lo que el sistema es incompatible.

Cuando a = 1:










1 0 2 1

0 1 1 1

0 1 1 1











F3←F3−F2−−−−−−−→











1 0 2 1

0 1 1 1

0 0 0 0
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Aunque no hubieramos realizado ninguna operación se ve que la fila 2 y la 3 son

iguales, con lo que el sistema queda reducido a:






x + 2z = 1

y + z = 1

Tomaremos z como parámetro y nos queda:






y = 1− z

x = 1− 2z

O, con un parámetro adicional:


















y = 1− t

x = 1− 2t

z = t
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